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Analisi della risposta dinamica 

Risposta dinamica del trasduttore:  descrive, in termini di un modello 
matematico basato su equazioni differenziali alle derivate parziali, le 
relazioni, basate su opportune leggi fisiche, tra il misurando x(t) e l'uscita 
y(t). 

§ Caso lineare 
–  La risposta del sistema si valuta attraverso lo studio della funzione di 

trasferimento ingresso-uscita del sistema trasduttore. 

•  Modello matematico lineare attraverso equazioni differenziali  

§ Trattazioni semplificate 
–  Modelli a parametri concentrati 

–  Analogie tra sistemi fisici 

Sensore x(t) y(t)=f(x(t)) 
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Risposta dinamica 

§ La relazione tra uscita e misurando (modello descrittivo del sensore) 
può essere espressa da un equazione differenziale nella sola variabile 
tempo 
–  Ipotesi: lineare a coefficienti costanti. 

§ Ordine dell'equazione = ordine del sensore stesso cui si riferisce; 
–  Parliamo infatti di elementi sensibili del primo ordine, del secondo ordine e di 

ordine superiore. 

§ Soluzione = risposta temporale del sensore al segnale in ingresso. 
–  Complessa per ordini superiori al secondo 

Equazione differenziale 
lineare del 2o ordine 
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Calcolo Risposta dinamica 

§ Metodo della trasformata di Laplace 
–  Sostituzione delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti con equazioni 

algebriche (la cui soluzione è più agevole) 

§ Determinazione della risposta temporale del sensore 
–  Implementazione del modello descrittivo in termini di equazioni differenziali a 

coefficienti costanti che legano il misurando all'uscita e che contengono i parametri 
del sensore stesso 

–  Effettuare la trasformazione di Laplace sulle equazioni differenziali temporali 
ottenendo delle equazioni algebriche nella variabile s 

–  Risolvere le equazioni algebriche in s 

–  Effettuare la trasformazione inversa di Laplace per ottenere la risposta temporale 
del sensore 

§  La Funzione di Trasferimento F(s) di un sistema lineare è definita come il rapporto 
fra la trasformata di Laplace della variabile di uscita e quella della variabile in ingresso   
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Trasformate e anti-trasformate di Laplace 
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Risposta in frequenza 
s è un variabile complessa la cui parte immaginaria è costituita 
dalla frequenza angolare del segnale in ingresso (pulsazione ω) 
§ Risposta a segnali di ingresso sinusoidali  (risposta in frequenza) 

–  Risposta a sinusoidi di ampiezza unitaria con pulsazione angolare ω 
( frequenza f=2π/ω ) 

–  Utilizzo delle s-trasformate e  sostituzione di s=jω 

–  Nota la risposta in frequenza è possibile conoscere la risposta a 
qualsiasi segnale in ingresso di natura periodico 

•  Fourier: un qualsiasi segnale periodico può essere scomposto in una serie di 
sinusoidi di frequenze diverse 

§ Diagrammi di Bode 
–  rappresentazione grafica della risposta in frequenza di un sistema 

lineare tempo invariante (LTI) e che consiste in due grafici che 
rappresentano rispettivamente l'ampiezza (Ao/Ai) e la fase della 
funzione complessa di risposta in frequenza 
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Diagrammi di Bode 

Esempio: filtro di Butterworth primo ordine 
 
Frequenza di taglio (attenuazione 3dB): 
 
Banda passante 

Sfasamento 
di 90 gradi 

V0
Vi
=
1
2
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Esempio	
  
Determinare	
  il	
  modello	
  dinamico	
  di	
  un	
  accelerometro	
  

mono-­‐assiale	
  e	
  ricavarne	
  le	
  cara;eris<che	
  
metrologiche	
  dinamiche	
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• Schema di principio: sistema massa molla 

k	
  
Coefficiente	
  a;rito	
  a	
  
	
  (tra	
  massa	
  
e	
  case	
  sensore)	
  
	
  

Lunghezza	
  	
  
riposo	
  molla	
  	
  
L0	
  

xs	
  

• 	
  Caso	
  monodimensionale	
  
• 	
  Esplici<amo	
  le	
  equazioni	
  del	
  moto	
  
• xs	
  spostamento	
  della	
  massa	
  rispe;o	
  al	
  sistema	
  di	
  riferimento	
  solidale	
  
all’acccelerometro	
  
• xg	
  spostamento	
  del	
  corpo	
  so;o	
  esame	
  lungo	
  l’asse	
  di	
  sensibilità	
  
dell’accelerometro	
  e	
  	
  rispe;o	
  ad	
  un	
  sistema	
  di	
  riferimento	
  fisso	
  	
  

M	
  

corpo	
  di	
  cui	
  si	
  vuole	
  	
  
misurare	
  l’accelerazione	
  
	
  

xg	
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• Schema di principio: sistema massa molla 

k	
  
Coefficiente	
  a;rito	
  “a”	
  	
  
(tra	
  massa	
  
e	
  case	
  sensore)	
  
	
  

Lunghezza	
  	
  
riposo	
  molla	
  
L0	
  

xs	
  

Per	
  ricavare	
  l’equazione	
  del	
  moto	
  si	
  u<lizza	
  la	
  seconda	
  legge	
  di	
  Newton,	
  dove	
  tu;e	
  le	
  forze	
  
reali	
  che	
  agiscono	
  sulla	
  massa	
  sono	
  eguagliate	
  alla	
  forza	
  di	
  inerzia	
  che	
  agisce	
  sulla	
  massa.	
  Il	
  
problema	
  dinamico	
  può	
  essere	
  tra;ato	
  come	
  un	
  problema	
  di	
  equilibrio	
  sta<co	
  e	
  l’equazione	
  
del	
  moto	
  può	
  essere	
  o;enuta	
  formulando	
  le	
  equazioni	
  di	
  equilibrio.	
  	
  Questo	
  sistema	
  
rappresenta	
  il	
  classico	
  sistema	
  massa	
  molla	
  smorzato.	
  	
  	
  

M	
  

corpo	
  di	
  cui	
  si	
  vuole	
  	
  
misurare	
  l’accelerazione	
  
	
  

xg	
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• Equazione del moto 

Ho	
  trovato	
  un	
  modello	
  matema<co	
  che	
  lega	
  l'accelerazione	
  del	
  sistema	
  
(misurando)	
  all'allungamento	
  della	
  molla	
  che	
  suppongo	
  di	
  poter	
  misurare	
  
con	
  un	
  sensore	
  di	
  deformazione	
  	
  

=	
  Misurando	
  à	
  x	
  

xS	
  =	
  Uscita	
  rilevata	
  tramite	
  sensore	
  di	
  deformazione	
  à	
  y	
  

	
  
Dal	
  punto	
  di	
  vista	
  dell’osservatore	
  stazionario,	
  la	
  somma	
  di	
  tu;e	
  le	
  forze	
  nella	
  
direzione	
  x	
  è:	
  

!!xg
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• Risolvo l'equazione differenziale con Laplace 
x (t )= ÿ (t )+ A

M
ẏ (t )+ K

M
y ( t )

X ( s)= + s2Y (s)+ A
M
sY (s)+ K

M
Y (s)

Y (s)= X (s)

s2+ A
M
s+ K
M

F ( s)= Y ( s)
X ( s)

=

K
M

M
K
s2+ A

K
s+ 1

=

K
M

s2

ω0
2+
2 ζ
ω0
s+ 1

ω0= √km
ζ = A
2√km

Frequenza	
  di	
  risonanza	
  

Coefficiente	
  di	
  smorzamento	
  

Sistema	
  secondo	
  ordine	
  in	
  
forma	
  canonica	
  

Parametri	
  
fisici	
  del	
  
sistema	
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s2

ω0
2+
2 ζ
ω0
s+ 1= 0→− ω0( ζ ± √ζ 2− 1) Poli	
  del	
  

sistema	
  

ζ > 1

ζ = 1

ζ < 1

1)	
  Sistema	
  sovra-­‐smorzato	
  (poli	
  reali	
  e	
  dis<n<)	
  

2)	
  Smorzamento	
  cri<co	
  (poli	
  reali	
  e	
  coinciden<)	
  

3)	
  Sistema	
  so;o-­‐smorzato	
  (poli	
  complessi	
  e	
  coniuga<)	
  

Risposta	
  al	
  gradino	
  (1/s)	
  	
  
	
  
caso	
  1)	
  

Y ( s)=
A1
s +

A2
s− p1

+
A3
s− p2

A1= lim s→0 Y ( s) s
A2= lim s→ p1 Y ( s)( s− p1)
A1+ A2+ A3= y0= 0

y (t )= A1+ A2e
p1t+ A3e

p2t

An<-­‐trasformata	
  

lims→∞ sY (s)= y0

Teorema	
  valore	
  iniziale	
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caso	
  2)	
   Y ( s)=

A1
s +

A2
s− p1

+
A3

( s− p1)
2

A1= lim s→0 V u ( s) s
A3= lim s→ p1 V u ( s)( s− p1)

2

A1+ A2= 0

Y (t )= A1+ A2e
p1 t+ A3 te

p1 t An--­‐trasformata	
  

	
  	
  
	
  
caso	
  3)	
  

Y ( s)= 1s
ω0

2

s2+ 2 ζ ω0 s+ ω0
2=
A1
s +

A2 s+ A3
s2+ 2 ζ ω0 s+ ω0

2

A1= lim s→0 Y ( s) s
A2, A3 identità dei polinomi
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• Risposta al gradino  

Come	
  o;engo	
  costante	
  di	
  
tempo	
  e	
  	
  se;ling	
  <me?	
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• Risposta in frequenza 
• 	
  Numero	
  complesso	
  o;enuto	
  sos<tuendo	
  in	
  F(s)	
  →	
  s=jω	
  
• 	
  Rappresentato	
  in	
  modulo	
  e	
  fase	
  al	
  variare	
  di	
  ω	
  	
  
• 	
  	
  

come	
  o;engo	
  la	
  banda	
  passante?	
  


