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PROBLEMI LEGATI AL L INTEGRAZIONE NUMERICA

9.1 Ordine dbéintegrazione

Pergl i el ement i i nt e gr aintegramianepamplét@ ame a t gr oded a ma am
ottenere gli integrali esatti di tutti i coefficie® della matrice di rigidezza elementmee | 6 el ement o
distorto(per esempio se un elemento quadratiadati rettilinei e nodi disposti a meta di ogni lat®g.i lati
sono curvi o se i nodi disposti sui lati non si trovano nel loro punto ce(riedlgual caso lo Jacobiamamon

ecosant e aldledilnodtegl leennte hibtegsaaioneficompleta non i ntegra i n mooc
coefficienti'Q .
Esaminiamo pr esempiou n el emento i soparametrico a tre n
Atirant eUsgndomnpolmemedd Lagrange per esprimere le funzioni di forma, abbiamo:
® 0
o 0 0 0 e 6 0 0 0 o
o 0
dove: 0 o : 0 —_ : 0 P,
La deformazione assiale vale: )
i~ 0
Qo Q " " .
- —. =L Uu v O
Qw Qw o

Poiché le funzioni di formé& non sono funzioni dirette della coordinatana della variabile , abbiamo:

Q Q,Q
Qw Q@,
Per iniziare dobbiamoalcolare lo Jacobiano:
Q. . . . Qw ® . . .
ofuuqu’pc’pq,w,— 0w w W,
Q ) s s o 9 S
La matrice di rigidezza elementare risulta quindi:
Q | o8] me || 08| »x,
dove: | -6 ¢ ¢ -—06 0 0 -— —
Sviluppandaabbiamo
o & P , p T, G -
w v P G P T, G ,
T, G, T, G P

Come si puod osservareoefficienti di || si ottengono dalapporto di due polinondi primo gradan,
doveal denominatore compare locdédiano L6 i n t e gim farma chiusa dei coefficienti della matrice di

rigidezza puo risultare complicatées r i corre quindi all éintegrazione
Soloquanday @ cw Tovveroquandow —— e quindiil terzo nodo si trova a meta del lato,

lo Jacobiano non dgnde da , ma é costantevale—— - doved indica lalunghezza della trave. In questo
caso(e se lungo la trave® 6é costantela matrice di rigidezzasattaisulta:

(@) (“) G p T, p T, G 0 (") X p $

- T, p G P T, G — P X

0 o0
< T, G T, G 0] Y v poe

Quando il terzo nodo si trova a meta del latwefficienti della matrice | ‘08| Q) contengono dei
termini in, che si possono integrare esattamente con due punti di.GauBsi conseguenza Afl
compl et ao pruincthii eddbeiamdhesed teraaznodo noe é centrato
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Osserviamo inoltre che

ayquandow w - 0 — ®W ® W, -p , ein, p 0 ™

b)guandow @w — 0V — W ®W W, -p , ein, p 0 T
Cio indica che se punto centrale si trovaiorida | | 6 i nd e+ vaa | b o —allora ci sono dei punti
l ungo |l a trave dove | o Jacobiano  negativo o nul |
Louso dell 6i nt egr azi siaura pecevitarp tieglitemori conaimstabifitda della mesh r a d a
che verranno di seguito discusse.

Comunqueper almenoduemotijp u, essere utile eseguire | 06integr
con una procedur a integrazionpridottad.dl erimo & chenpmiohé il adsto pér generare
unamatrice dirigidezzg con | 6i ntegrazione numerica  propor zi
ridurne il numeraiduce i tempi di calcolo. Il secondo é che la riduzione dei punti di icaramento rende
pi % deformabile | 6elemento e riduce | deccesso di
di spostamenti impostha riduzione di rigidezza deriva dal fatto che talvolta i coefficienti di alcuni polinomi
di ordine supedre si annulinon e i punti di Gauss scel ti per ohdi nt e
al calcolo dell édenergia elastica. In altre parol e
(in genere quelli pit complicati o a energiastica piu elevata)ffrono minore resistenza alla deformazione.

Per concluder e, | @idumetilcgpto aomputaziomalela iprdctsibne aellapvalytazione
degliintegralie aumentare | a preci si o8ebssdesatd sdlaperaituiresilicosta g | i
computazionaled i nt e g r a monadoveebbe esskie utitizaata

(! numer o di punt.i di Gauss ha un | imite inferi

esattamentdnfittendo la mesh, il numeroicelementi aumenta e la loro dimensione diminuisce: al limite

all 6i nt er no ,sidgiunge gdrumo statd dé defermazione costanter c h® | 6 el ement o

senso che sia i npatd tegdbd o @dbi$ B9 mpg er arow Idd | dbEms i te’l edreel
elasticaYdi venta costant e. L 6 eandeartgti oa aebtdlzi@sat piaul @idisiolomeui n

sono rispettivamente:
Y OATYOUQ, Q- e Y a YuQ, Q-Q- (9.1.1)

Se"Y é costante, allordy sara corretta se il volum@ @ ¢ a0VQ, -0, Qwé WQ, Q) integrato
correttamente. In pratica prefersceu s ar e | 0 iegattaeeyalumeper gualsiasi forma e dimensione
del | 6eDamkbeq.

Y 0Q¢ UMEn: Qi Mk bkoHw W

~»%o

vediamo che gli integrali nelleq.(9.1.1) produconoi coefficienti della matrice di rigidezza:
conseguenza s¢ si ottienec on una pr oc e dcapaae ddafcdlaretesaiamanteviolmee

el

del | 6 e blleratebnetloeement o sar ™ in grado dimofloadrspostanentd & e n e

a deformazione costante.

Cosil, per un elemento di geometria arbitrarid, numer o mi ni mo d ié quello ohe i
integra esattament®0 (nel caso piano) @ (nel caso solido). In un elemento piano bilinedrespessore

doi

costanteov e lineare in e in—, quindi € necessario un solo punto di Gauss. In un elemento piano quadratico

di spessore ctasnte 00contiene e— quindi sono necessayi ¢ punti di GaussUn elemento solido a 8
nodirichiede¢ ¢ ¢ di Gauss per un totale di 8 punti di campionamento.

Comunque, con rare eccezid@isuddivisione di una mesh ripetuta indefinitamet#duogo a elemendii

spessore costantbe diventano parallelogrammi con i lati rettilin€osio e bcessano di essere funzioni delle

coordinate e, al i mite, un sol o punto di Gauss

Per un elemento isoparatrieo la cui formulazione si basa su un campo di spostamento imposto, la

mi gliore regola déintegrazione nor mal mente quel

non produce instabilit®rima di adottare una cegeocedura & fondamtale eseguiraiumerostest numerici
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in quanto & precisione della soluzione pud dipendere dalla mesh in esasat tipo di problemama

nor mal mente wuna esemudnigliore deliealtte.dPgriglaeteemtnpéani bilineari e a otto

nodi e per gli elementi solidi lineari a otto nedadottda regola di 2 punti di Gauss per dimensione (4 punti

per gli elementi piani e 8 per quelli di volum#)solido quadratico serendipity, con 8diai vertici e 12sui

lati puo essere integrato cop@ntidiGausper direzione, per un totale di
sottile in una direzione si puo utilizzare una procedura a 14 punti.

9.2 Modi a energia nulla(meccanismi) del singolo eleento e della mesh
Nella meccanica strutturale una instabifitéd essere indicatan diversi terminiun meccanismaunmodo

cinematicounmo d o fi ¢ | oppure iurdnoda & energia nulla | | tmedo @ ienergia riula s i
riferisce ad un vettorgi sppstamento  che non corrisporeadunmovimentorigido ma checio nonostante
produce unGenrrerl-gh-mullalhqusssttoicasa“ali nstabilit”™ ~— consegue
processo di f or ma z i pemesempiopit numezdingufiiciente di punticnel pPrecesso
doéintegrazione oquwenegtr o caontest o, i termine fAinsta

strutturale a compressioneuckling.

Una struttura cheembrasufficientemente vincolata putsultare irstabilea causa della singolarita della
matrice di rigidezzall . Oppure, elementi instabili possono unirsi a formare una struttura stabiteeswtto
certe distribuzioni dicarichipossonaubire spostamenti eccessivi.

Per spiegarél significato delte[mine fimodo a energia nulla s ostitui arno || B rel a:
nel |l 6espressi oneg diduedleménoner gi a el astica
8% g- g- | | Qo:m g £ FEQOEG

Quandda matrice dirigidezza vi ene val uta per mezzmo wrdendredlo nt egr
le informazioni che si possorestrarre dapunti di campionamento utilizzati nel process®@ i nt egr azi or
capita che le deformazionk || ® nei punti di campionamento sianalle,al | ora | 6eer gi a
per tale spostament® risulta assente e di conseguenza la matftaisulta priva di rigidezzanel senso

che | 6enerygi-a® & M ¢ mnillzx per questo particolare spostamerb. Quando ®

corrisponde ad un moto rigido ~ giusto atte®dersi
non & un moto rigido, allora siamo in presenza di una instabilita.

Un el emento che mani f easkideficianin, npessweun iarggoniosufficientep t t o
in altri terminiilrangodii:. =~ i nferi ore al n u mdemento dneéno igrnuraedoidi nbti | i &

rigidi (per esempio nel caso di elementi quadrangolari a 4 nodi per stati di sforzo piano che possiedono 8 gradi

Léinstabilit
Ipotizziamoche laforza » applicatasui nodi di un elementsia proporzionale agli spostamenti nod®;
attraverso un fattore di proporzionalita cieameremaq_:

| > =-

dove k rappresenta la matrice identita o unitaria. Gli autovalodella matrice® sono tanti quanti sono i
gradi di liberta del vettord® . Ad ogni autovalore corrisponde un autovettor® : non é detto che tutti gli
autovalori posseggano valori digt. Se gli autovettori sono normalizzati modo che™® H p, allora
premol tiplicando ™ osiottiene:ma equazi one per

_Lt®m g da cui =

Poiché: v -® allora: ¢y
Y T |l obenergia elastica contenuta nell o6el #mento
Nor mal mente per | 6analisi agl siawincolataa | LoG u | tnioma e @qiu
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mostra che quando il vetto® rappresentano spostamento rigido, il corrispondente autovalore nullo.

Nel piano sono possibili tre moti rigidi |inear me
di spostamento piano dovrebbercessere tre autovalori nuliPer un elemento solido nello spazio o per un
elemento di tipo guscio ci dovrebbero essere 6 autovalori nulli, mentre per gli elementi assialsimmetrici che

possono subire solo stati di spostamento assialsimmdtigebbe esserci un solo autovalore nullo.

I modi a energia zero (meccanismi) danno luogo ad autovaloriamdhie se il vettore spostamento non
corrisponde ad un motigido. Quando sanalizzala qualita diun elemento, per prima cosa si controlla che il
numero di autovalori nulli sia pari abmero attesacSe i | numero risulta inferio
non possa subire tutti gli spostamenti rigidi attesi. Se il numero & superipossibile la presenza di uno o
pit meccanismi.

Sela matrice dirigidezzd | € simmetrica e semidefta positiva, allora gli autovalori diversi da zero sono

realie positviSe ruotando | 6el emento nel sistema di <coord
| el ement o non ~ geomet r i ¢ a meimbdesimiligcontemuelp flessiomdle i |
oppure quelli assiali) dovrebbero essere associati ad autovalori identici.
Esempio
Consideriamo | 6el emento piano bilineareE& posedbi
identificare 8 modi di spostamen® indipendentil primi tre modi sono moti rigidi per i qualY  Ttcome
T 200 o
"""""" r i roTTTTTTTT
1 1 1 1
® . I : : !
o
> o © o ©
1 1 1 1
1 1 1 1
pI |C : : : :
[ 0
! 1
! 1
! 1
| @ |
! 1
! 1
! 1
! 1
Fig.9.11 Modi di spostamento indipendenti di un elemento bilineare.

corretto che si a, indi pendentemente dal met odo
5 e 6, sono modi a deformazione costante per i gdali T, indi pendentemente dal
utilizzato. I modi 7 ed 8 sono modi fisionali Se per | 6i ntegrazione dell a m
sol o punto di Gauss disposto nel punto centrale d
guanto in tale punte - [ 1. Di conseguenza per i modi 7 e 8 risultereDbe e | 6 el e me n:
mostrerebbe due meccani smi. Questi due modi spur.i

di Gauss 0 un numero superiore.

I meccanismi appena citati possono appaiién un unico elemento chie una mesh di elementiella
Fig.9.2d, i modi 7 e 8 della fig.9.1 sono combirmain la rotazione rigida di ogni elemento. A causa della loro
forma, quest. me ¢ ¢ a n i s mhourglass noodeiOgnoma di queatdsstdrsionificosl e s s i
come quelle viste precedentemente nella Fig.@8ebjono essere considerate identiche a quelle che si
otterrebbero invertendo il segno del movimento, cioé sostitu#dcon M

Consideriamo adesso un elemento piaredgatico avente 8 oppure 9 nodi ed integrato con 2 x 2 punti di
Gauss. Le funzioni di forma dell el emento i sopar a
Lagrange monodimensionali di secondo grado:
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A

<

VL
[\ ]

@ (b) (© (d)
Fig92@Mesh formata da 4 elementi bilineari sui qua
di rigidezza (uno per elemento in posizione centraley;,d Possi bi | i meccani s mi (

B 1 ’

fl |
5 ’ ’
Posto, p,, Tte, p Si ottiene:
B ) 1

'l T P P
:: p p p P P P
1y
y "o P, P
fl , ) 1 1 ) 1 1
Ly B , : : P P P
[ 4
1y
1P B ’ ]
I;’ﬂ 1 ’ ’ H H p H LI |
B p o, P . P ¢ p S

0o R f ol - P 7 P g R of oA - P 5 _
v q q ” S
o R oflo,f - P ZZ P 6 R fl Ll - p —— P
'y q C P q
VY SO TR T A A G VR SR T LA T
Ly C C LF 5 C
I:" ,F]— ﬂ ,ﬂ _ 1 p - p (V) ,h_ ﬂ ,ﬂ - p p -
|,v c c
'r, . ——
LU fl, fl — p c
Eseguendo wunbanal.i i agl i 1&madié prapbrzondle,al segsentettvee i a mo
(vedi Fig.9.3(b)):
- pPpPPP P P P pT
v m T TmnTmn n n 7T T T
Lo spostamento di n punto interno all 6el emento
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-
v ooy

, p 0O

0

0 Iy
I
Vg

Sostituendo le espressioni delle funzioni di forma ed i valori nodali di spostamento otteniamo:

6 0 0 0 0O 6 0 0 O
U T
Osserviamo che:
06 0 0 0O , =
6 0 o0 O , - g -
Di conseguenza gli spostament. nell 6el emento a 9
6 o - , -
O T
=TT T -
T ' i
1
- ! /.{
’___::-*-.r:___
e 1
1
1
1
1
P [ == -1
(a) Elementi a 8 0 9 nodi (b) Solo elementi a 9 nodi (c) Solo elementi a 9 nodi (d) Elementi a 8 e 9 nodi
Fig93iPossi bili meccani s mi (modi ficl essidrao) Mgt
di Gauss sono indicati con dei guadratini rossi.
Nei 2 X 2 punti di Gauss utilizzati Ipeordinkt® edart egr a
assumonavalori  pj Vo, le derivate degli spostamenti valgono:
— ——F] - - L - _—ﬁ_— - - n
" " (p1 C! . " n (pv c
— —h — Tt — _—ﬁ_— T
v " won
" " (p1 C! . " n (pv c
— —h —= Tt — —h= Tt
v n mon
Percioin questipuntiper qual si asi forma del |l 6el emaeulldCitrei ndef

a questo modo esisten secondocampo di spostamenti (vedi Fig.9.3¢)ale che nei 4 punti di Gauss si
manifesti lo stesso fenomenbbiamo quindi identificato due meccanismi.

I due meccani s mi precedent. i non sono possibili n
termine, —. Comunque  possibile un altro meccani smo s
suo campo di spostamento & semplicee&fire per un elemento quadrato:

6 ,0- p
0 —-p oG,

Anche in questo casei 2 x 2 punti di Gaude deformazioni sono null&lormalmente questo meccanismo
non e di grande importanza perché due elementi adiacenti non possono avere questo modo, come si puo
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osservareercando di unire due elementi deformati. Quindi una instabilita presente in elementi isolati non &
presente nellenesh.

In conclusione, la Fig.9.3 identifica tre instabilita elementari presenti negli elementi quadratici causati

dall 6integrazione Ha ®@BausscéndbsotltigRderz2apehement
a 8 nodi che per quello a(®rango € para i gradi di | mdne ik nuriero dlienbti rigidi ¢ ie me n t
mo d i doi.nsSteadidliintt™e)gr azi one di Gauss si esegue in

Quando i vincoli interni che dovrebbero impedire i modi ad enengfia non sonoadeguatiil modello
FEM puddeformarsin modo scorrettoConsideriamo la Fig.6.4(a). Gli elementi potrebbero essere sia quelli
guadrangolari a 4 nodi integrati in un solo punto censiaejuelli a 9 nodintegrati in 2 x 2 punti di Gauss
Ipotizziamo che la forza applicata sia concentrata in un nodo. In questa situazione i meccanismi sono impediti
perché tutti i nodi a sinistra del modello sono vincolati in un incastro. Comunque il vincolo diventa sempre piu
debole man mano cleésiallont ana dal | 6i n c aesdistorsiani dd fipo mastato aelle figueer i ¢ o
9.2(b) e 9.3(b) diventano evidenti. In effetti per una mesh formata da 2 x 24 elementi lo spostamento puo

superare di 500 volte quello stimato dalla formul§'O &

A

N N N X

Fig9.4i Pr obl e mi che coinvolgono dei Aquasi ngk elemanti ¢he
appaiono deformati erano in origine rettangolari.

Una situazione simile é indicata nella Fig.9.4(b) nella quale le matrici di rigidezza degli elementi sono state
calcolate utilizzando 2 x (Quellpcancaté dalthforaspéapace dncolatod e | e r
dagli elementi piu deformalbicollegati al mondo esterno: il risultato € che il modo indicato nella Fig.9.3(d)

(con il segno di® negativg diventa pronunciato anche se non illimitato.

Anche gli el ementi di volume e | e piastmstbilgott op
I metodi utilizzati per individuare e controllare questi modi sono simili a quelli utilizzati con gli elementi piani

Controllo dellédinstabilit®

Sono stati proposti diver si met odi di deovintok,ol | o
ma senza irrigidire |l a risposta dell 6el e thmatoloo ai
che verra qui presentato si riferisce ad un elemento rettangolare bilineare integrato in un solo punto centrale e
al quale siaggin g e r “rigidenza ditipo clessid@aL 6 el ement o si cal cola molto
molto bene.

Per semplicita consideriamo sdtm spostamento nodale orizzontaM, degli otto modi mostrati nella
Fig.9.1. Perimodi 1 e 8, . Un 6 a combintazioaerdei emodi che vanno dal 2 al 6 € la seguente:

"

© VD OVDO

Y Y
o P oo PG
p Y
p Y

dove i coefficientid sono costanti. || modo n.7 é:

O © OO
198
O © VDO
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p
-. w p
p
Y
Per fornire al modo n.7 |l a rigidezza ceiamounper de
fimatrice di stabilizzaziore:
Y p P P P
" o P GG P P PP
p P P PP P P P P
p PP P P

Per vincolare il modo n.8 & necessaria una ma
Se la matrice di rigidez

esimile alla precedente, contenente la costénte
del |l 6el emento  stata ottenuta usando

sommarvi le matric .Perch® | 6el emento rett an doarlazioneedi s ot t

pura fl essi one mostnmecesshri@oegliereri gploreorrattideaassegnaraesoetficentit t a

wewnwn.E6 bene osservare che il modo n.7 =~ ortogonal e
S S | perQ x

Léortogonalit? CO

sregidisca i nwbdidiversi dat settineo: qodste fatto lo si puod
verificare calcolando le forze nodak

perQ x

Il metodo di controllo analizzato pud essere esteso agli elementi aventi piu di quattro nodi e agli elementi di
forma arbitraria.
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Esempi con ANSYS

Carico distribuito su un modello quadrato di spessore unitario in stato di sforzo piano
Integrazione: Reducedintegration

Spostamento orizzontale

Sforzo,, Sforzot

Sulladestraé stata applicata una pressione parimd 0 &la cui risultante val@ 1t Ttit. Lo spostamento
massimaeorico vale:

"00 PTMTIT T
‘00 ¢ p T TTIQ TP

Eocpm aa

La soluzione numerica ha fornito 1@ puvp m & a4, |l a stessa che si ot ti
tipo Simple Enhanced Strainc he per , usa 2 x 2 punti di Gauss.
S 4 %
OIITY— pmmpHpb
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Analizziamo adesso la stessa struttura sottoposta ad un carico concentrato

Integrazione: Reduced Integration

i f

i Sforzo,, Sforzot
E6 possibile verifi caaaconflrao mtreercd o ilotneen edred il aa tsootl aulze
comandd&ETABLE) con | 6energia introdotta artificial ment
sempre SUETABLE) . Se il rapporto tra | 6energia artific

generalmente la soluzione é accettabile.
Se il rapportsupera il 5%, allora € necessario aumentare la densita della mesh

Energia elastica
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Nella zona prossima al vincolo il rapporto tra le due energie vale circa:

° e X%

Nella zona prossima al carico il rapporto vale circa:

S epa%

Come si puo osservaierapportotral 6 ener gi a arti fici al eal Baupericiéaner gi
soluzione non & accettabileossiamo tentare di agire sul paramétourglass stiffness factorfHGSTH e

ripetere il calcolo, ma la sua scelta (da inserire tra leacodt i del | 6el ement 0) non

di pende dall o stato di def or madefadt® &ISTEHle subir ™ | 06
Tentiamo di ripetere il calcolo dividendo gli elementi in due insiemi, quelli prossimi al vincolo (per i quali
poniamoHSTF=1) e quelli prossimi al carico (per i quali poniaf8TF=13).
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